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Ellipsen, parabolen en hyperbolen zijn mooie figuren die in de natuur voorkomen. Denk

maar aan een steen die door de lucht viiegt, of

een komeet die om de zon beweegt. In de

techniek worden deze vormen veel toegepast bij antennes en concertzalen. Wist jij dat je

ze gewoon kan vouwen uit een stuk papier?
mdoor Jeanine Daems

KEGELSNE
VOUWEN

MIDDELLOODLIJN Dit hele artikel is gebaseerd
op een belangrijk begrip, namelijk afstand. We zoe-
ken steeds punten die even ver van bepaalde andere
objecten af liggen. Laten we simpel beginnen. Pak
een vouwblaadje en teken twee stippen erop. Doe dat
een beetje dik, zodat je de stippen ook aan de achter-
kant kunt zien. Nu maak je een rechte vouw door de
ene stip precies op de andere stip te leggen en dan je
blaadje plat te vouwen.

Vouw je blaadje weer open. Wat zie je nu? Niet
iets heel bijzonders: gewoon een rechte vouw, met
aan weerszijden de twee stippen. Als je de vouw als
spiegellijn ziet, zijn de stippen precies elkaars spie-
gelbeeld. We noemen de stippen waarmee je begon
even punt S en punt T, om er makkelijker over te
kunnen praten.

Wat voor lijn is die vouw? Daarvoor kan het hel-
pen om met een potlood de twee stippen te verbin-
den, je tekent dus lijnstuk ST. Als je ST meet, zul je
zien dat de vouwlijn lijnstuk ST precies in twee ge-
lijke stukken opdeelt. Bovendien zie je dat de hoek

DEN

tussen lijnstuk ST en de vouwlijn recht is. Met ande-
re woorden: de vouwlijn is de middelloodlijn van ST
(zie figuur 1).

Kies nu vijf verschillende punten op die vouwlijn.
Meet voor elk van die punten twee afstanden op: de
afstand van het punt tot S en de afstand van het punt
tot T. Wat valt je op?

Als je netjes gevouwen en goed gemeten hebt, zul
je ontdekt hebben dat voor alle punten op de vouw-
lijn geldt dat de afstand tot S gelijk is aan de afstand
tot T. We kunnen de middelloodlijn dan ook op
twee manieren beschrijven:

« de middelloodlijn van een lijnstuk AB is de lijn die
AB middendoor deelt en loodrecht op AB staat;

« de middelloodlijn van een lijnstuk AB bestaat pre-
cies uit alle punten die even ver van A als van B af
liggen.

BISSECTRICES De middelloodlijn krijg je dus
door te kijken welke punten gelijke afstand hebben
tot twee gegeven punten. Laten we nu in plaats van

Figuur 1

Figuur 2
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naar gegeven punten eens kijken naar twee lijnen.

Neem een nieuw vouwblaadje en vouw er twee
willekeurige rechte lijnen in die elkaar snijden. Die
twee vouwen noemen we lijn [ en lijn m. Welke pun-
ten op het vouwblaadje liggen even ver van / als van
m af?

Daar kunnen we eenvoudig achter komen: maak
een vouw door lijn ! en lijn m op elkaar te leggen en
je blaadje plat te vouwen. Let op: dat kan op twee
manieren, kies er om te beginnen één. Als het goed
is, gaat de vouw door het snijpunt van [ en m (zie fi-
guur 2).

Pak weer je geodriehoek. Je vouw loopt nu door
twee van de vier hoeken die [ en m met elkaar vor-
men. Meet de hoek die  en m daar vormen, en meet
ook de hoeken tussen / en de vouwlijn en tussen m
en de vouwlijn. Je ziet dan dat de vouwlijn de hoek
tussen [ en m precies in twee gelijke hoeken verdeelt.
Deze vouwlijn is dus de bissectrice (deellijn).

Maar liggen de punten van de bissectrice inder-
daad even ver van beide lijnen af? Dat kun je ter
controle even meten. Kies daarom weer een wille-
keurig punt op de vouwlijn en meet de afstand van
zon punt tot lijn [ en de afstand tot lijn m. Je moet
wel een beetje opletten: de afstand van een punt tot
een lijn is de kortste weg! Je moet dus meten in de
richting die loodrecht op lijn [ of m staat.

EEN BEETJE FLAUW... We weten nu dat de pun-
ten die gelijke afstand tot twee gegeven punten heb-
ben de middelloodlijn vormen, en punten die gelijke
afstand tot twee snijdende lijnen hebben de bissec-
trices. Hoe zit het in dit laatste geval als de gegeven
lijnen elkaar niet snijden? De enige mogelijkheid is
dan dat ze evenwijdig lopen, en het is eenvoudig te
zien welke lijn je dan krijgt als je ze op elkaar vouwt:
nog een evenwijdige lijn midden tussen de twee lij-
nen in. Die lijn heet de middenparallel.

Figuur 3

DE EERSTE KEGELSNEDE Pak nu een cirkel-
vormig vouwblaadje (te koop bij hobbywinkels, of
knip zelf een cirkel uit een stuk papier). Teken nu er-
gens op het vouwblaadje een stip. Het is het leukst
als je die niet te dicht bij het middelpunt van de cir-
kel kiest. Maak de stip niet al te dik, want dan kun je
het nauwkeurigst vouwen. Kies nu een willekeurig
punt op de rand van de cirkel, leg dat punt op de ge-
tekende stip en maak de vouw die je dan krijgt (zie
figuur 3). Vouw de vouw weer open, zodat je weer
een cirkel hebt. Kies vervolgens nog een een stuk of
tien punten op de rand van de cirkel en vouw die één
voor één op dezelfde manier op de getekende stip.
Vouw wel telkens je blaadje weer open voor je een
nieuwe vouw maakt.
(Je hoeft niet te tekenen welke punten op de rand je
gebruikt hebt, het gaat om de vouwen.)
Wat voor figuur vormen al die vouwen als je dit voor
een heleboel punten gedaan hebt? Je blaadje ziet er
dan bijvoorbeeld uit als in figuur 4, athankelijk van
waar je de stip hebt getekend. Je ziet dat rond de ge-
tekende stip een gebiedje leeg blijft, begrensd door
de gemaakte vouwen. En dat gebiedje heeft een soort
ovaalvorm, die minder hoekig lijkt naarmate je meer
vouwen hebt gemaakt. De vouwen benaderen samen
een ellips. Een echte ellips heeft geen hoeken, maar
een mooie, vloeiende rand.

Wat is een ellips dan precies, wiskundig gezien?
Er zijn verschillende manieren om een ellips te de-
finiéren, en in de loop van deze serie zul je ook ver-
schillende definities tegenkomen. De definitie die het
beste bij het vouwen past is deze:

Gegeven zijn een cirkel ¢ en een punt P binnen die

cirkel. Dan bestaat de ellips uit alle punten S waar-

voor geldt: de afstand van S tot P is gelijk aan de af-
stand van S tot de cirkel.

Figuur 4
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Figuur 5

We gaan proberen zon punt te construeren. Maar
dan moeten we eerst bedenken hoe we de afstand
van een punt tot een cirkel kunnen bepalen. In het
plaatje ligt punt R in de cirkel (maar voor ons argu-
ment maakt het eigenlijk niet uit of R binnen of bui-
ten de cirkel ligt). We zoeken dus de kortste weg van
R naar de cirkel. Je gevoel zegt waarschijnlijk: dat
lijntje moet loodrecht op de cirkel staan. Maar wat
betekent loodrecht bij een gebogen lijn? Als we een
raaklijn aan de cirkel tekenen, moet ons lijntje lood-
recht op die raaklijn staan. Dat lijntje is precies een
straal van de cirkel (het lijnstuk tussen het raakpunt
en het middelpunt van de cirkel; zie figuur 5).

Even terug naar onze vouwlijnen. We hadden al
gezien dat de vouw die je krijgt als je twee punten op
elkaar vouwt, de middelloodlijn is. De vouw is hier
dus de middelloodlijn van lijnstuk PQ (zie figuur 6).

Welk punt van onze vouw ligt nu echt op de el-
lips? Voor dat punt geldt dat de afstand van S tot P
gelijk is aan de afstand tot de cirkel. Daarom teke-
nen we de straal die door ons punt Q gaat, zoals in
het plaatje te zien is. S is het snijpunt van de straal
met de vouwlijn. En nu geldt dat SQ = SP, omdat S
op de middelloodlijn ligt, maar ook is de lengte van
lijnstukje SQ gelijk aan de afstand van S tot de cirkel,

Figuur 6

omdat SQ op een straal ligt. Dus SP is gelijk aan de
afstand van S tot de cirkel, met andere woorden:
S ligt op de ellips (zie figuur 7).

In figuur 8 is de hele ellips getekend tussen de
vouwlijnen. De vouwlijnen (middelloodlijnen) ra-
ken aan de ellips. Het punt P is een brandpunt van
de ellips en de cirkel c is de zogeheten richtcirkel. Het
middelpunt van c is het andere brandpunt van de el-
lips. Wanneer we namelijk om punt P een cirkel met
dezelfde straal tekenen als cirkel c en als brandpunt
punt M nemen, krijgen we namelijk precies dezelf-
de ellips.

Aan het begin schreven we dat het het leukst was
als je punt P niet te dicht bij het midden van de cirkel
koos. Wat voor bijzondere ellips krijg je als je punt P
wél in het midden van de cirkel kiest?

DE TWEEDE KEGELSNEDE Hetzelfde principe
kunnen we natuurlijk toepassen op andere figuren.
Wat zou er bijvoorbeeld gebeuren als onze getekende
stip niet binnen maar buiten de cirkel ligt? Neem nu
een gewoon vouwblaadje en teken daar met je passer
een cirkel (c) op. Teken ook een stip P buiten de cir-
kel; het handigste is om P op de rand van het vouw-
blaadje te kiezen.

Figuur 7

Figuur 8
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Figuur 9

Figuur 10

Figuur 11

Figuur 12

Je moet nu alleen een beetje opletten: we zoeken
weer de punten S waarvoor geldt dat de afstand van
S tot P gelijk is aan de afstand van S tot de cirkel.

Dat betekent dat je wel steeds het dichtstbijzijnde
punt van de cirkel moet kiezen. Als je een lijn trekt
vanuit punt P, heeft die lijn soms twee snijpunten
met de cirkel. Dan moet je dus het snijpunt met de
cirkel kiezen dat het dichtst bij P ligt. Als je vanuit P
de twee raaklijnen aan de cirkel tekent, zijn de enige
voor ons interessante punten van de cirkel die pun-
ten die precies binnen de raaklijnen vallen (de ge-
kleurde punten in figuur 9).

Als je nu punten kiest in het blauwe deel van de
cirkel en P op die punten vouwt, krijg je vouwlij-
nen die samen een soort boog vormen. De vouwlij-
nen benaderen nu samen een hyperbool (zie figuur
10en 11).

Wat is dan eigenlijk een hyperbool? We kunnen
de hyperbool op een soortgelijke wijze definiéren als
de ellips, het enige verschil is dat het punt nu buiten
de cirkel ligt:

Gegeven zijn een cirkel ¢ en een punt P buiten die
cirkel. Dan bestaat de hyperbool uit alle punten S
waarvoor geldt: de afstand van S tot P is gelijk aan de
afstand van S tot de cirkel.

Het punt P heet het brandpunt van de hyperbool en
de cirkel ¢ heet de richtcirkel. En welk punt van zon
vouwlijn ligt nou precies op de hyperbool? Ook dat
gaat op dezelfde manier: bekijk het punt Q van de
cirkel waar je P op gevouwen had. Het gezochte punt
S moet op de middelloodlijn van PQ liggen, en even
ver van punt P als van de cirkel. Dus SQ moet ook de
afstand van S tot de cirkel zijn. Dat betekent, net als
bij de ellips, dat S op de lijn ligt die vanuit het mid-
delpunt van de cirkel door Q loopt (zie figuur 12).
Als we de hele hyperbool tekenen, ziet die er uit als
in figuur 13.

We hebben het woord hyperbool eigenlijk een

Figuur 13
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Figuur 14

beetje slordig gebruikt. Wat we nu getekend hebben
heet een hyperbooltak, want bij deze hyperbooltak
hoort nog een stuk. Als je het middelpunt van c als
brandpunt neemt en punt P als middelpunt van de
richtcirkel (met dezelfde straal als cirkel ¢), dan krijg
je nog een hyperbooltak, die het spiegelbeeld is van
de eerste tak. Samen vormen ze de hele hyperbool
(zie figuur 14).

DE DERDE KEGELSNEDE We hoeven natuur-
lijk niet per se naar een punt en een cirkel te kijken.
We gaan nu hetzelfde idee toepassen op een rechte
lijn [ en een punt P daarbuiten. Teken op een vel pa-
pier een punt P, redelijk dicht bij een van de zijden.
Die zijde gaat onze lijn ] zijn. Kies nu een willekeu-

Figuur 15

rig punt Q op lijn [ en vouw dat punt op punt P; dat
betekent dus weer dat we de middelloodlijn van PQ
vouwen (zie figuur 15). Doe dat voor een stuk of tien
verschillende punten Q op de lijn I. Welke figuur lij-
ken de vouwlijnen te vormen?

Wat je krijgt ziet er ongeveer uit als de kromme in
figuur 16. Die lijkt op een boog die je al wel kent: de
parabool. Op deze manier komen we bij een mogelij-
ke definitie voor de parabool:

Gegeven zijn een lijn [ en een punt P buiten die lijn.
Dan bestaat de parabool uit alle punten S waarvoor
geldt: de afstand van S tot P is gelijk aan de afstand
van S tot de lijn L

Weer zijn de vouwlijnen de raaklijnen aan de para-
bool. Hoe kunnen we nu de echte punten van de pa-
rabool zelf vinden? We doen eigenlijk precies het-
zelfde als bij de ellips en de hyperbool. Je kiest een
willekeurig punt Q op de lijn I. De kortste afstand
van een willekeurig punt naar lijn [ is nu het lijnstuk
dat je krijgt als je vanuit dat punt een loodlijn op /
trekt. We zoeken nu dus in feite het snijpunt S van de
loodlijn vanuit Q met de middelloodlijn op PQ. Dan
geldt namelijk dat PS = QS, omdat S op de middel-
loodlijn ligt, en ook is QS gelijk aan de afstand van S
tot I, omdat QS loodrecht op I staat. Dus S ligt op de
parabool (zie figuur 17).

Als we nu alle punten van de parabool tekenen,
krijg je figuur 18. Het punt P waarmee je was begon-
nen heet weer het brandpunt en lijn I heet de richtlijn
van de parabool.

Waarschijnlijk ken je de parabool al als grafiek
van een kwadratische functie. Later in deze serie zul
je zien dat een parabool die je krijgt volgens onze af-
standsdefinitie inderdaad altijd precies beschreven
wordt door een kwadratische uitdrukking. m

Figuur 16
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De punten op gelijke afstand van de twee objecten vormen...

punt lijn cirkel

punt middelloodlijn parabool ellips (punt binnen de cirkel) of hyper-
bool (punt buiten de cirkel)

lijn parabool bissectrices (bij snij- parabool
dende lijnen) of midden-
parallel (bij evenwijdige

lijnen)
cirkel ellips (punt binnen de parabool ellips (als de ene cirkel binnen de an-
cirkel) of hyperbool dere ligt), hyperbool (als de ene cirkel
(punt buiten de cirkel) (deels) buiten de andere ligt) of mid-

delloodlijn (als ze even groot zijn)

Wat we in dit artikel hebben besproken, staat samengevat in dit schema. Ook vakjes die we niet onderzocht
hebben (lijn - cirkel, cirkel - cirkel) zijn ingevuld. Voor die vakjes helpt het om te bedenken dat je een cirkel
soms als een ‘groot punt’ kunt beschouwen.

Figuur 17 Figuur 18
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